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2 I´NDICE GENERAL
Introduccio´n
La compacidad es una de las nociones ma´s importantes en topolog´ıa y en otras
a´reas de la matema´tica. Con la introduccio´n de nociones de´biles de conjuntos
abiertos en un espacio topolo´gico, aparecen nuevas generalizaciones de la no-
cio´n de compacidad en te´rminos de cubrimientos con conjuntos de´bilmente
abiertos que pueden reducirse a un subcubrimiento finito.
Durante las u´ltimas de´cadas se han investigado diferentes generalizaciones
de conjuntos abiertos y de funciones continuas y se han estudiado las respec-
tivas propiedades estructurales.
N. Levine [15] en 1963, empieza el estudio de la generalizacio´n de los con-
juntos abiertos con la introduccio´n de los conjuntos semi-abiertos. En 1965,
O. Njastad define una α-topolog´ıa [18] sobre un espacio topolo´gico como
la coleccio´n de todos los conjuntos α-abiertos en dicho espacio. En 1982 el
te´rmino pre-abierto fue usado por primera vez por A. S. Mashhour, M. E.
Abd El-Monsef y S. N. El-Deeb [6] y en 1983 los mismos autores presen-
tan los conjuntos β-abiertos [11] como una generalizacio´n de los conjuntos
pre-abiertos. Los conjuntos sg-abiertos son introducidos por Bhattacharyya
y Lahirri en 1987 [14] como una extensio´n de los conjuntos semi-abiertos.
Muchas nociones topolo´gicas cla´sicas tales como la de compacidad tienen
una extensio´n con el uso de estas nociones de´biles de conjuntos abiertos.
La definicio´n de semi-compacidad es presentada en 1980 por Dorsett [8] en
base a cubrimientos semi-abiertos que admiten subcubrimientos finitos. En
1989 Abd El-Aziz y Ahmed Abo-Khadra [10] presentaron el concepto de un
espacio pre-compacto. En 1995, los espacios sg-compactos son introducidos
independientemente por Caldas [3], Devi, Bal-achandran y Maki [5].
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Cada una de estas nociones presenta interesantes caracterizaciones como el
uso de la densidad, espacios maximales, etc., y las respectivas relaciones que
se tienen entre ellas, sin embargo sobre la base de la teor´ıa de los filtros
no se encuentra ninguna caracterizacio´n y tampoco ningu´n estudio respecto
al producto de espacios topolo´gicos con estas nociones fuertes de compacidad.
En este trabajo se presentan algunas caracterizaciones de los espacios fuerte-
mente compactos por medio de extenciones en las nociones de adherencia y
convergencia de un filtro con los conjuntos debilmente abiertos, adema´s se
muestra que el producto de espacios fuertemente compacto no es necesaria-
mente fuertemente compacto.
Cap´ıtulo 1
PRELIMINARES
El propo´sito de este capitulo es presentar definiciones y propiedades ba´sicas
para el desarrollo de nuestro trabajo. Se muestran algunas propiedades y se
referencian las conocidas.
Definicio´n 1. En un espacio topolo´gico (X.τ) un subconjunto A de X se
llama:
(i) Semi-abierto si existe un abierto O de X tal que O ⊆ A ⊆ cl(O) (cf[15]),
(ii) α-abierto si A ⊆ int(cl(int(A))) (cf[18]),
(iii) Pre-abierto si A ⊆ int(cl(A)) (cf[6]),
(iv) β-abierto si A ⊆ cl(int(cl(A))) (cf[11]),
(v) sg-abierto si para todo semi-cerrado C tal que C ⊆ A se tiene que
C ⊆ ints(A). (cf[14]),
donde cl(.), int(.) y cls(.) denotan el operador clausura, interior y semi-
clausura respectivamente, que estudiaremos en detalle ma´s adelante.
Las colecciones de todos los conjuntos semi-abiertos [15], pre-abiertos [6], α-
abiertos [18], β-abiertos [11], sg-abiertos [14] en un espacio topolo´gico (X, τ)
se denotan por colecciones SO(τ), PO(τ), α(τ), β(τ), y SG(τ), respectiva-
mente. Estas colecciones satisfacen las inclusiones τ ⊆ α(τ) ⊆ SO(τ) ⊆
SG(τ), τ ⊆ α(τ) ⊆ PO(τ) ⊆ β(τ) y τ ⊆ SG(τ) ⊆ β(τ).
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Los siguientes ejemplos muestran que las contenencias entre las colecciones
SO(τ), PO(τ), α(τ), β(τ), y SG(τ) son estrictas.
En primer lugar presentamos un conjunto que es α-abierto y no abierto.
Ejemplo 1. Sea R con la topolog´ıa generada por la base {(−a, a) : a ∈
R+}. Sea A = (−1
2
, 1), vemos que A no es abierto. Ahora, int(cl(int(A))) =
int(cl(−1
2
, 1
2
)) = int(R) = R, Luego A es α-abierto.
El siguiente ejemplo presenta un conjunto que es semi-abierto pero no α-
abierto.
Ejemplo 2. Consideremos R con la topolog´ıa usual y sea A = [0, 1). El
conjunto A es semi-abierto y tenemos que A no es α-abierto, ya que:
int(cl(int(A))) = int(cl(int[0, 1)))
= int(cl(0, 1))
= int[0, 1]
= (0, 1).
El siguiente ejemplo presenta un conjunto que es sg-abierto pero no semi-
abierto.
Ejemplo 3. Sea R con la topolog´ıa grosera. Los u´nicos semi-abiertos son
∅ y R. Luego los u´nicos semi-cerrados son ∅ y R. Entonces cualquier subcon-
junto A de R es sg-abierto ya que ∅ ⊆ intsA.
El siguente ejemplo muestra que existen conjuntos pre-abiertos que no son
α-abiertos.
Ejemplo 4. Sea R con la topolog´ıa usual. El conjunto Q de los nu´meros
racionales es pre-abierto, ya que Q ⊆ int(cl(Q)) = R, sin embargo Q no es
α-abierto ya que int(cl(int(Q))) = ∅.
El siguiente ejemplo muestra un conjunto que es β-abierto pero no pre-
abierto.
Ejemplo 5. Sea R con la topolog´ıa usual y A = [0, 1]. Se tiene que A no
es pre-abierto ya que int(cl(A)) = (0, 1), sin embargo cl(int(cl(A))) = [0, 1],
por tanto A es β-abierto.
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Ejemplo 6. Sea R con la topolog´ıa de colas a derecha y A = I, el conjunto
de los nu´meros irracionales. I es β-abierto ya que cl(int(cl(I))) = R. Ahora
C = {√2} es semi-cerrado y C ⊆ I, pero C * ints(I) = ∅.
Para cada una de estas nociones de´biles de conjuntos abiertos se introduce
la correspondiente generalizacio´n de la nocio´n de compacidad.
El siguiente diagrama muestra las implicaciones estrictas que se tienen entre
estas nociones fuertes de compacidad:
β − compacto −−−→ pre− compactoyy α− compacto −−−→ compactox
sg − compacto −−−→ semi− compacto
1.1. Nociones ba´sicas de Topolog´ıa
Esta seccio´n contiene resultados fundamentales de la topolog´ıa general nece-
sarios para el desarrollo de nuestro trabajo.
Definicio´n 2. Sea X un conjunto y A = {Ai}i∈I una familia de subconjuntos
de X. Decimos que A tiene la propiedad PIF (Propiedad de interseccio´n
finita) si la interseccio´n de cualquier subfamilia finita de A es no vac´ıa.
Proposicio´n 1. Sean X y Y espacios topolo´gicos y f : X → Y una funcio´n.
Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. f es continua.
2. f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)), para cada A ⊆ X.
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3. f−1(int(B)) ⊆ int(f−1(B)), para cada B ⊆ Y (cf[17], [19], [20]).
Proposicio´n 2. Sean X y Y espacios topolo´gicos Si f : X → Y es abierta
y A ⊆ Y , entonces f−1(cl(A)) ⊆ cl(f−1(A)).
Demostracio´n. Sea x ∈ f−1(cl(A)), se tiene que f(x) ∈ cl(A). Sea V(x) el
conjunto de las vecindades de x y V ∈ V(x), entonces f(V ) ∈ V(f(x)), ya que
f es abierta. Existe a ∈ A tal que a ∈ f(V ). Sea x1 ∈ V , tal que f(x1) = a.
Se tiene que V
⋂
f−1(A) 6= ∅, luego x ∈ cl(f−1(A)).
Proposicio´n 3. Sean X y Y espacios topolo´gicos. Si f : X → Y es abierta
y A ⊆ X, entonces f(int(A)) ⊆ int(f(A)).
Demostracio´n. Sea y ∈ f(int(A)), entonces existen x ∈ int(A) tal que
f(x) = y y un abierto V en X tal que x ∈ V ⊆ A. Se tiene que f(x) =
y ∈ f(V ) ⊆ f(A) y como f es abierta entonces f(V ) es abierto en Y . Por
tanto y ∈ int(f(A)).
Proposicio´n 4. Sea (Xi, τi)i∈I una coleccio´n de espacios topolo´gicos y Ai ⊆
Xi, Ai 6= ∅, para cada i ∈ I. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. cl(
∏
i∈I Ai) =
∏
i∈I cl(Ai).
2. int(
∏
i∈I Ai) ⊆
∏
i∈I int(Ai) (cf[17], [19], [20]).
1.2. Conjuntos α-abiertos
Recordemos que un conjunto A de un espacio topolo´gico X es α-abierto si
A ⊆ int(cl(int(A))). Las siguientes son algunas definiciones y propiedades
que satisfacen los conjuntos α-abiertos.
Definicio´n 3. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico. Entonces:
1. A ⊆ X es α-cerrado si AC es α-abierto.
2. La α-clausura de A es:
clα(A) = {x ∈ X | V ∩ A 6= ∅, ∀ α− abierto V con x ∈ V }.
1.2. CONJUNTOS α-ABIERTOS 9
3. Decimos que V ⊆ X es una α-vecindad de un punto x ∈ X si existe un
α-abierto A tal que x ∈ A ⊆ V .
La α-clausura de A, clα(A) es el menor α-cerrado que contiene a A (cf[18]).
Proposicio´n 5. En un espacio topolo´gico (X, τ) se cumple:
1. Todo conjunto abierto es α-abierto.
2. Sea A = {Ai}i∈I , tal que Ai ⊆ X para cada i ∈ I. Entonces clα(
⋂
i∈I Ai) ⊆⋂
i∈I clα(Ai). En otras palabras, la α-clausura es cerrada para intersecciones
arbitrarias.
Demostracio´n.
1. Sea S cualquier conjunto abierto. Se tiene que S = int(S). Entonces:
S ⊆ cl(S)
int(S) ⊆ int(cl(S))
S ⊆ int(cl(int(S))).
2. Sea x ∈ clα(
⋂
i∈I Ai). Para cada α-abierto V , con x ∈ V se cumple que
V ∩ (⋂i∈I Ai) 6= ∅, por tanto V ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I. Se tiene que
x ∈ clα(Ai). Entonces x ∈
⋂
i∈I clα(Ai).
Proposicio´n 6. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
α-abierto en Y entonces f−1(A) es α-abierto en X.
Demostracio´n. Como A es α-abierto en Y , entonces A ⊆ int(cl(int(A))),
luego por las proposiciones 1 y 2 se tiene:
f−1(A) ⊆ f−1(int(cl(int(A))))
⊆ int(f−1(cl(int(A))))
⊆ int(cl(f−1(int(A))))
⊆ int(cl(int(f−1(A)))).
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Por tanto f−1(A) es α-abierto.
Proposicio´n 7. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
α-vecindad de en y ∈ f(X), entonces f−1(V ) es α-vecindad de cada x ∈ X
con f(x) = y.
Demostracio´n. Sean V una α-vecindad de y y x ∈ X, tal que f(x) = y.
Existe un α-abierto A tal que y ∈ A ⊆ V , entonces x ∈ f−1(A) ⊆ f−1(V ).
Por la proposicio´n anterior tenemos que f−1(A) es α-abierto, luego f−1(V )
es una α-vecindad de x.
Proposicio´n 8. Toda vecindad es una α-vecindad.
Demostracio´n. Sea V una vecindad de x ∈ X. Existe un abierto U de X
tal que x ∈ U ⊆ V . Como U es abierto tambien es α-abierto. As´ı V es
α-vecindad.
Proposicio´n 9. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
α-vecindad de x ∈ X, entonces f(V ) es α-vecindad de f(x).
Demostracio´n. Sea V una α-vecindad de x. Existe un α-abierto A tal que
x ∈ A ⊆ V , entonces f(x) ∈ f(A) ⊆ f(V ). Por la proposiciones 1 y 3
tenemos que f(A) es α-abierto, luego f(V ) es una α-vecindad de f(x).
Corolario 1. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Sea x = (xi) un punto en X. Si V es una α-vecindad de x en X entonces
pii(V ) es una α-vecindad de xi en Xi.
Demostracio´n. Como las proyecciones son funciones continuas y abiertas en-
tonces por la proposicio´n anterior, pii(V ) es una α-vecindad de xi en Xi.
1.3. Conjuntos semi-abiertos
Un conjunto A de un espacio topolo´gico X es semi-abierto si existe un abierto
O tal que O ⊆ A ⊆ cl(O). Esta seccio´n presenta algunas definiciones y
propiedades que satisfacen los conjuntos semi-abiertos.
Definicio´n 4. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico. Entonces:
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1. Un subconjunto A de X es semi-cerrado si AC es semi-abierto.
2. La semi-clausura de A es el conjunto:
cls(A) = {x ∈ X | V ∩ A 6= ∅, ∀ semi− abierto V con x ∈ V }.
3. V ⊆ X es una semi-vecindad de un punto x ∈ X si existe un semi-abierto
A tal que x ∈ A ⊆ V .
4. El semi-interior de A, ints(A) es la unio´n de todos los semi-abiertos con-
tenidos en A.
La semi-clausura de un conjunto A es el menor semi-cerrado que contiene a
A (cf[15]).
La siguiente proposicio´n resume propiedades de los operadores semi-interior
y semi-clausura, (cf[15]).
Proposicio´n 10. Sea (X, τ) un espacio topolo´gico y A ⊆ X, entonces:
1. ints(A) = A ∩ cl(int(A)).
2. cls(A) = A ∪ int(cl(A)).
3. ints(A
c) = (cls(A))
c.
4. A es semi-abierto si y solo si A ⊆ cl(int(A)).
5. A es semi-cerrado si y solo si int(cl(A)) ⊆ A.
Proposicio´n 11. En un espacio topolo´gico (X, τ) se cumple:
1. Todo conjunto α-abierto es semi-abierto.
2. Sea A = {Ai}i∈I , tal que Ai ⊆ X para cada i ∈ I. Entonces cls(
⋂
i∈I Ai) ⊆⋂
i∈I cls(Ai). La semi-clausura es cerrada para intersecciones arbitrarias.
Demostracio´n. 1. Sea A un α-abierto en X. Como A ⊆ int(cl(int(A))), en-
tonces A ⊆ cl(int(A)).
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2. Sea x ∈ cls(
⋂
i∈I Ai). Para cada semi-abierto V , con x ∈ V se cumple
que V ∩ (⋂i∈I Ai) 6= ∅, por tanto V ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I. Se tiene que
x ∈ cls(Ai). Entonces x ∈
⋂
i∈I cls(Ai).
Proposicio´n 12. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
semi-abierto en Y entonces f−1(A) es semi-abierto en X.
Demostracio´n. Como A es semi-abierto en Y , entonces A ⊆ cl(int(A)),
(Proposicio´n 10) luego por las Proposiciones 1 y 2 se tiene:
f−1(A) ⊆ f−1(cl(int(A)))
⊆ cl(f−1(int(A)))
⊆ cl(int(f−1(A))).
Por tanto f−1(A) es semi-abierto.
Proposicio´n 13. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A ⊆ Y .
Entonces f−1(ints(A)) ⊆ ints(f−1(A)).
Demostracio´n. Sea A ⊆ Y . Como ints(A) = A ∩ cl(int(A)), entonces:
f−1(ints(A)) = f−1(A ∩ cl(int(A)))
= f−1(A) ∩ f−1(cl(int(A)))
⊆ f−1(A) ∩ (cl(int(f−1(A)))
⊆ ints(f−1(A)).
Proposicio´n 14. Toda vecindad es una semi-vecindad.
Demostracio´n. Sea V una vecindad de x ∈ X, entonces existe un abierto U
de X tal que x ∈ U ⊆ V . Como U es abierto tambien es semi-abierto. As´ı V
es semi-vecindad de x.
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Proposicio´n 15. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
semi-abierto en X entonces f(A) es semi-abierto en Y .
Demostracio´n. Como A es semi-abierto en X, entonces A ⊆ cl(int(A)), luego
por las proposiciones 1 y 3 se tiene:
f(A) ⊆ f(cl(int(A)))
⊆ cl(f(int(A)))
⊆ cl(int(f(A))).
Por tanto f(A) es semi-abierto.
Proposicio´n 16. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y B un
semi-cerrado en X entonces f(B) es semi-cerrado en Y .
Demostracio´n. Como B es semi-cerrado en X, entonces int(cl(B)) ⊆ B,
(Proposicio´n 10) luego por las proposiciones 1 y 3 se tiene:
f(int(cl(B))) ⊆ f(B)
int(f(cl(B))) ⊆ f(B)
int(cl(f(B))) ⊆ f(B).
Por tanto f(B) es semi-cerrado.
Proposicio´n 17. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
semi-vecindad de en y ∈ f(X), entonces f−1(V ) es semi-vecindad de todo
x ∈ X tal que f(x) = y.
Demostracio´n. Sean V una semi-vecindad de y y x ∈ X, tal que f(x) = y.
Existe un semi-abierto A tal que y ∈ A ⊆ V , entonces x ∈ f−1(A) ⊆ f−1(V ).
Por la proposicio´n 12 tenemos que f−1(A) es semi-abierto, luego f−1(V ) es
una semi-vecindad de x.
Proposicio´n 18. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
semi-vecindad de x ∈ X, entonces f(V ) es semi-vecindad de f(x).
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Demostracio´n. Sea V una semi-vecindad de x. Existe un semi-abierto A tal
que x ∈ A ⊆ V , entonces f(x) ∈ f(A) ⊆ f(V ). Por la proposicio´n 15 tenemos
que f(A) es semi-abierto, luego f(V ) es una semi-vecindad de f(x).
Corolario 2. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Sea x = (xi) un punto en X. Si V es una semi-vecindad de x en X, entonces
pii(V ) es una semi-vecindad de xi en Xi.
Demostracio´n. Ya que las proyecciones son abiertas y continuas tenemos por
la proposicio´n anterior que pii(V ) es una α-vecindad de xi en Xi.
1.4. Conjuntos sg-abiertos
Recordemos que un conjunto A es sg-abierto si para todo semi-cerrado C
tal que C ⊆ A se tiene que C ⊆ ints(A). Para los conjuntos sg-abiertos se
presentan las siguientes definiciones y propiedades.
Definicio´n 5. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico. Entonces:
1. A es sg-cerrado si AC es sg-abierto.
2. La sg-clausura de A es:
clsg(A) = {x ∈ X | V ∩ A 6= ∅, ∀ sg − abierto V con x ∈ V }.
3. Decimos que V ⊆ X es una sg-vecindad de un punto x ∈ X si existe un
sg-abierto A tal que x ∈ A ⊆ V .
La sg-clausura de A, clsg(A) es el menor sg-cerrado que contiene a A (cf[14]).
Proposicio´n 19. En un espacio topolo´gico (X, τ) se cumple:
1. Todo conjunto semi-abierto es sg-abierto.
2. Sea A = {Ai}i∈I , tal que Ai ⊆ X para cada i ∈ I. Entonces clsg(
⋂
i∈I Ai) ⊆⋂
i∈I clsg(Ai). Es decir, la sg-clausura es cerrada para intersecciones arbi-
trarias.
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Demostracio´n.
1. Sea A un conjunto semi-abierto en X, luego A = ints(A). Como para todo
semi-cerrado C ⊆ A se tiene que C ⊆ ints(A). Entonces A es sg-abierto.
2. Sea x ∈ clsg(
⋂
i∈I Ai). Para cada sg-abierto V , con x ∈ V se cumple
que V ∩ (⋂i∈I Ai) 6= ∅, por tanto V ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I. Se tiene que
x ∈ clsg(Ai). Entonces x ∈
⋂
i∈I clsg(Ai).
Proposicio´n 20. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y B un
sg-abierto en Y entonces f−1(B) es sg-abierto en X.
Demostracio´n. Sea C un semi-cerrado en X tal que C ⊆ f−1(B), luego
f(C) ⊆ B. Ahora por la Proposicio´n 16, f(C) es un semi-cerrado en Y y
como B es sg-abierto entonces f(C) ⊆ ints(B). Luego por la Proposicio´n 13:
f(C) ⊆ ints(B)
C ⊆ f−1(ints(B))
C ⊆ ints(f−1(B)).
Por tanto f−1(B) es sg-abierto.
No´tese que gracias a las proposiciones 1, 3 y 10 se tiene que si A es sg-abierto,
entonces f(A) es sg-abierto.
Proposicio´n 21. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
sg-vecindad de y ∈ f(X), entonces f−1(V ) es α-vecindad de todo x ∈ X tal
que f(x) = y.
Demostracio´n. Sean V una sg-vecindad de y y x ∈ X, tal que f(x) = y.
Existe un sg-abierto A tal que y ∈ A ⊆ V , entonces x ∈ f−1(A) ⊆ f−1(V ).
Por la proposicio´n anterior tenemos que f−1(A) es sg-abierto, luego f−1(V )
es una α-vecindad de x.
Proposicio´n 22. Toda vecindad es una sg-vecindad.
Demostracio´n. Sea V una vecindad de x ∈ X. Existe un abierto U de X
tal que x ∈ U ⊆ V . Como U es abierto tambien es sg-abierto. As´ı V es
sg-vecindad.
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1.5. Conjuntos pre-abiertos
Un conjunto A de un espacio topolo´gico X es pre-abierto si A ⊆ int(cl(A)).
En esta seccio´n presentamos definiciones y propiedades de los conjuntos pre-
abiertos.
Definicio´n 6. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico. Entonces:
1. Un subconjunto A de X es pre-cerrado si AC es pre-abierto.
2. La pre-clausura de A es el conjunto:
clp(A) = {x ∈ X | A 6= ∅,∀ pre− abierto V con x ∈ V }.
3. V ⊆ X es una pre-vecindad de un punto x ∈ X si existe un pre-abierto
A tal que x ∈ A ⊆ V .
La pre-clausura de A, clp(A) es el menor pre-cerrado que contiene a A. (cf[6]).
Proposicio´n 23. En un espacio topolo´gico (X, τ) se cumple:
1. Todo conjunto α-abierto es pre-abierto.
2. Sea A = {Ai}i∈I , tal que Ai ⊆ X para cada i ∈ I. Entonces clp(
⋂
i∈I Ai) ⊆⋂
i∈I clp(Ai). La pre-clausura es cerrada para intersecciones arbitrarias.
Demostracio´n. 1. Sea A un α-abierto en X, luego A ⊆ int(cl(int(A))), por
tanto A ⊆ int(cl(A)).
2. Sea x ∈ clp(
⋂
i∈I Ai). Para cada pre-abierto V , con x ∈ V se cumple
que V ∩ (⋂i∈I Ai) 6= ∅, por tanto V ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I. Se tiene que
x ∈ clp(Ai). Entonces x ∈
⋂
i∈I clp(Ai).
Proposicio´n 24. Sea f : X → Y una funcio´n continua y abierta y A un
pre-abierto en Y . Entonces f−1(A) es pre-abierto en X.
Demostracio´n. Como A es pre-abierto en Y , entonces A ⊆ int(cl(A)), luego
por las Proposiciones 1 y 2 se tiene:
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f−1(A) ⊆ f−1(int(cl(A)))
⊆ int(f−1(cl(A)))
⊆ int(cl(f−1(A))).
Por tanto f−1(A) es pre-abierto.
Proposicio´n 25. Toda vecindad es una pre-vecindad.
Demostracio´n. Sea V una vecindad de x ∈ X. Existe un abierto U de X
tal que x ∈ U ⊆ V . Como U es abierto tambien es pre-abierto. As´ı V es
pre-vecindad de x.
Proposicio´n 26. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
pre-abierto en X entonces f(A) es pre-abierto en Y .
Demostracio´n. Como A es pre-abierto en X, entonces A ⊆ int(cl(A)), luego
por las proposiciones 1 y 3 se tiene:
f(A) ⊆ f(int(cl(A)))
⊆ int(f(cl(A)))
⊆ int(cl(f(A)))
⊆ int(cl(f(A))).
Por tanto f(A) es pre-abierto.
Proposicio´n 27. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
pre-vecindad de x ∈ X, entonces f(V ) es pre-vecindad de f(x).
Demostracio´n. Sea V una pre-vecindad de x. Existe un pre-abierto A tal
que x ∈ A ⊆ V , entonces f(x) ∈ f(A) ⊆ f(V ). Por la proposicio´n anterior
tenemos que f(A) es pre-abierto, luego f(V ) es una pre-vecindad de f(x).
Corolario 3. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Sea x = (xi) un punto en X. Si V es una pre-vecindad de x en X, entonces
pii(V ) es una pre-vecindad de xi en Xi.
Demostracio´n. Por la proposicio´n anterior tenemos que pii(V ) es una pre-
vecindad de xi en Xi ya que las proyecciones son abiertas y continuas.
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1.6. Conjuntos β-abiertos
Recordemos que un conjunto A es β-abierto si A ⊆ cl(int(cl(A))). Se pre-
sentan algunas definiciones y propiedades satisfechas por los conjuntos β-
abiertos.
Definicio´n 7. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico. Entonces:
1. A es β-cerrado si AC es β-abierto.
2. La β-clausura de A es:
clβ(A) = {x ∈ X | V ∩ A 6= ∅, ∀ β − abierto V con x ∈ V }.
3. V ⊆ X es una β-vecindad de un punto x ∈ X si existe un β-abierto
A tal que x ∈ A ⊆ V .
La β-clausura de un conjunto A es el menor β-cerrado que contiene a A.
(cf[11]).
Proposicio´n 28. En un espacio topolo´gico (X, τ) se cumple:
1. Todo conjunto pre-abierto es β-abierto.
2. Sea A = {Ai}i∈I , tal que Ai ⊆ X para cada i ∈ I. Entonces clβ(
⋂
i∈I Ai) ⊆⋂
i∈I clβ(Ai). En otras palabras, la β-clausura es cerrada para intersecciones
arbitrarias.
Demostracio´n. 1. Sea A un pre-abierto en X. Se tienen que:
A ⊆ int(cl(A)) ⊆ cl(int(cl(A))).
2. Sea x ∈ clβ(
⋂
i∈I Ai). Para cada β-abierto V , con x ∈ V se cumple que
V ∩ (⋂i∈I Ai) 6= ∅, por tanto V ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I. Se tiene que
x ∈ clβ(Ai). Entonces x ∈
⋂
i∈I clβ(Ai).
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Proposicio´n 29. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
β-abierto en Y entonces f−1(A) es β-abierto en X.
Demostracio´n. Como A es β-abierto en Y , entonces A ⊆ cl(int(cl(A))), luego
por las proposiciones 1 y 2 se tiene:
f−1(A) ⊆ f−1(cl(int(cl(A))))
⊆ cl(f−1(int(cl(A))))
⊆ cl(int(f−1(cl(A))))
⊆ cl(int(cl(f−1(A)))).
Por tanto f−1(A) es β-abierto.
Proposicio´n 30. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
β-vecindad de en y ∈ f(X), entonces f−1(V ) es β-vecindad para todo x ∈ X
con f(x) = y.
Demostracio´n. Sean V una β-vecindad de y y x ∈ X, tal que f(x) = y. Luego
existe un β-abierto A tal que y ∈ A ⊆ V , entonces x ∈ f−1(A) ⊆ f−1(V ).
Por la proposicio´n anterior tenemos que f−1(A) es β-abierto, luego f−1(V )
es una β-vecindad de x.
Proposicio´n 31. Toda vecindad es una β-vecindad.
Demostracio´n. Sea V una vecindad de x ∈ X. Existe un abierto U de X
tal que x ∈ U ⊆ V . Como U es abierto tambien es α-abierto. As´ı V es
β-vecindad.
Proposicio´n 32. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y A un
β-abierto en X entonces f(A) es β-abierto en Y .
Demostracio´n. ComoA es β-abierto enX, entoncesA ⊆ cl(int(cl(A))), luego
por las proposiciones 1 y 3 se tiene:
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f(A) ⊆ f(cl(int(cl(A))))
⊆ cl(f(int(cl(A))))
⊆ cl(int(f(cl(A))))
⊆ cl(int(cl(f(A)))).
Por tanto f(A) es β-abierto.
Proposicio´n 33. Sea f : X → Y una funcio´n continua, abierta y V una
β-vecindad de x ∈ X, entonces f(V ) es β-vecindad de f(x).
Demostracio´n. Sea V una β-vecindad de x. Existe un β-abierto A tal que
x ∈ A ⊆ V , entonces f(x) ∈ f(A) ⊆ f(V ). Por la proposicio´n anterior
tenemos que f(A) es β-abierto, luego f(V ) es una β-vecindad de f(x).
Corolario 4. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Sea x = (xi) un punto en X. Si V es una β-vecindad de x en X, entonces
pii(V ) es una β-vecindad de xi en Xi.
Demostracio´n. La demostracio´n es inmediata por la proposicio´n anterior ya
que las proyecciones son abiertas y continuas.
Observacio´n 1. Un espacio topolo´gico X es β-compacto si todo cubrimiento
β-abierto de X admite un subcubrimiento finito. Como todo conjunto pre-
abierto es β-abierto (cf [5] y [11]), entonces todo espacio que satisface ser
β-compacto es pre-compacto. Adema´s como todo conjunto sg-abierto es β-
abierto (cf, [7]), se tiene que todo espacio β-compacto es sg-compacto.
En [12], M. Ganster prueba que los u´nicos espacios β-compactos son espacios
finitos. Por esta razo´n no nos referiremos ma´s a los espacios β-compactos en
este trabajo.
Cap´ıtulo 2
ESPACIOS α-COMPACTOS
En este cap´ıtulo estudiamos los espacios α-compactos y encontramos algu-
nas caracterizaciones para e´stos usando filtros. Adema´s se muestra que el
producto de espacios α-compactos no necesariamente es α-compacto.
Definicio´n 8. Un espacio topolo´gico es α-compacto si satisface que todo
cubrimiento α-abierto admite un subcubrimiento finito.
Observacio´n 2. Como todo conjunto abierto es α-abierto (Proposicio´n 5,
Cap´ıtulo 1), entonces todo espacio que satisface ser α-compacto es compacto.
La coleccio´n α(τ) de todos los conjuntos α-abiertos es una topolog´ıa sobre
X, (cf[18]). Obse´rvese que (X,α(τ)) es compacto si y solo si (X, τ) es α-
compacto.
El siguiente ejemplo presenta un espacio topolo´gico que es compacto pero no
α-compacto.
Ejemplo 7. Sea R con la topolog´ıa generada por la base {(−a, a), a ∈ R+}.
El conjunto [−1, 1] es compacto por que la topolog´ıa generada por esta base
es menos fina que la topolog´ıa usual. Consideremos el cubrimiento α-abierto
de [−1, 1] A = {(−1
2
, 1
2
)
⋃{x} | x ∈ [−1,−1
2
]
⋃
[1
2
, 1]
}
. Para cada elemento
de la coleccio´n se cumple (−1
2
, 1
2
)
⋃{x} ⊆ int(cl(int((−1
2
, 1
2
)
⋃{x}))) = R y
este cubrimiento no admite un subcubrimiento finito, por tanto [−1, 1] no es
α-compacto.
A continuacio´n se presentan algunas definiciones necesarias para caracterizar
los espacios α-compactos utilizando filtros.
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Definicio´n 9. Dado un filtro F en un espacio topolo´gico (X, τ) se define
la α-adherencia clα(F) del filtro F como el conjunto de puntos que son α-
adherentes a cada elemento del filtro, es decir: clα(F) =
⋂{clαF |F ∈ F}.
Definicio´n 10. Sea F un filtro en X. Decimos que F α-converge al punto
x ∈ X si toda α-vecindad de x esta en F. La α-convergencia de F a un punto
x se denota F→α x.
Proposicio´n 34. En un espacio topolo´gico (X, τ) las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:
1. X es α-compacto.
2. Cada coleccio´n C = {Ci}i∈I de α-cerrados en X que posee la PIF cumple⋂
i∈I Ci 6= ∅.
3. Para cada filtro F en X se tiene que clαF 6= ∅.
4. Cada ultrafiltro en X es α-convergente.
Demostracio´n.
1)⇒ 2) Es inmediato gracias a la Observacio´n 2.
2)⇒ 3) Sea F un filtro en X. Mostraremos que la coleccio´n de α-cerrados
C = {clα(F ) | F ∈ F} posee la PIF. Sea
{
clα(F1), clα(F2), ..., clα(Fn)
}
una
subfamilia finita de C. Se tiene que
n⋂
i=1
Fi ⊆ clα(
n⋂
i=1
Fi) ⊆
n⋂
i=1
clα(Fi)
Como F es un filtro, entonces
⋂n
i=1 Fi 6= ∅, luego se tiene que
⋂n
i=1 clα(Fi) 6=
∅, asi C posee la PIF. Por nuestra hipo´tesis tenemos que clαF 6= ∅.
3)⇒ 4) Sea U un ultrafiltro sobre X y x ∈ clα(U), entonces x ∈ clα(U),
para cada U ∈ U . Sea V cualquier α-vecindad de x. Ahora supongamos que
V /∈ U , como U es un ultrafiltro V C ∈ U , lo que implica que x ∈ clα(V C),
entonces V
⋂
V C 6= ∅, lo cual es una contradiccio´n. As´ı V ∈ U y U →α x.
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4)⇒ 1) Sea A = {Ai}i∈I un cubrimiento α-abierto de X. Si A no posee
subcubrimientos finitos, para cada i1, i2, ..., in ∈ I se tiene que X\
⋃n
i=1Ai 6=
∅. La coleccio´n {X\⋃ C | C es una subfamilia finita de A} es una base para
un filtro sobre X contenido en un ultrafiltro U . Sea x ∈ X tal que U →α x.
Se tiene que x ∈ Ai para algu´n i ∈ I, luego Ai ∈ U , pero X\Ai ∈ U porque
{Ai} es una subfamilia finita de A, lo cual es una contradiccio´n, luego A
posee al menos un subcubrimiento finito, de donde X es α-compacto.
El siguiente ejemplo muestra un espacio que no es α-compacto, via los filtros.
Ejemplo 8. Sea R con la topolog´ıa generada por la base {(−a, a), a ∈ R+}.
Consideremos el subespacio [0, 1]. Sea F el filtro generado por la base B =
{Fn | Fn = {12+ 1n , 12+ 1n+1 , ...}. Ahora si x /∈ Fn existe el α-abierto [0, 13 ]∪{x},
en efecto ya que:
int(cl(int([0,
1
3
] ∪ {x}))) = int(cl([0, 1
3
])) = int([0, 1]) = [0, 1].
Para este α-abierto se tiene que ([0, 1
3
] ∪ {x}) ∩ Fn = ∅, asi clα(F) =⋂
Fn = ∅. Por la Proposicio´n anterior se tiene que [0, 1] no es α-compacto.
Proposicio´n 35. Si X es α-compacto y f : X → Y es continua, abierta y
sobreyectiva entonces Y es α-compacto.
Demostracio´n. Sea U = {Ui}i∈I , un cubrimiento α-abierto de Y entonces
{f−1(Ui)}i∈I es un cubrimiento α-abierto de X por la Proposicio´n 6 en el ca-
pitulo 1. Como X es α-compacto admite un subcubrimiento finito {f−1(Ui1),
f−1(Ui2) ,..., f
−1(Uin)}. Como f es sobreyectiva Ui1 , Ui2 , ..., Uin es un sub-
cubrimiento α-abierto finito de Y , luego Y es α-compacto.
Proposicio´n 36. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Consideremos a x = (xi) ∈ X. Si un filtro F sobre X α-converge a x entonces
cada filtro pii(F) inducido por la proyeccio´n pii α-converge a xi. (Recue´rdese
que pii(F) es el filtro generado por la base{pii(F ) : F ∈ F}).
Demostracio´n. Sea F un filtro sobre X tal que F →α x. Sea Vi la coleccio´n
de α-vecindades de xi y V ∈ Vi. Se tiene que pi−1i (V ) es una α-vecindad de
x (cf,proposicio´n 7, cap´ıtulo 1), luego pi−1i (V ) ∈ F, entonces pii(pi−1i (V )) ∈
pii(F), V ∈ pii(F), entonces pii(F)→α xi.
Teorema 1. Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Si X es α-compacto entonces cada espacio coordenado Xi es α-compacto.
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Demostracio´n. pii(
∏
i∈I Xi) = Xi es α-compacto por la Proposicio´n 35 en el
Capitulo 2, ya que la proyeccio´n pii es continua, abierta y sobreyectiva.
El siguiente ejemplo muestra que el producto de espacios α-compactos no
preserva la α-compacidad.
Ejemplo 9. Sea R con la topolog´ıa de los complementarios finitos. Si Ac es
finito entonces A es abierto y por tanto α-abierto. Si Ac no es finito, entonces
int(cl(int(A))) = ∅, luego A no es α-abierto. Entonces los abiertos son los
mismos α-abiertos y se tiene que R es α-compacto. Para cada n ∈ N, sea
An ⊆ R×R definido por An = {(0, n), (0, n+ 1), (0, n+ 2), ...}. La coleccio´n
{An : n ∈ N} es una base para un filtro F sobre R×R. Veamos que para cada
n ∈ N, clα(An) = An. Si (x, y) /∈ An, el conjunto ((Rr {0})× R) ∪ {(x, y)}
es α-abierto. En efecto,
int(cl(int(((Rr {0})× R) ∪ {(x, y)}))) = int(cl((Rr {0})× R)) =
int(R× R) = R× R,
que contiene a ((Rr{0})×R)∪{(x, y)}. Como (((Rr{0})×R)∪{(x, y)})∩
An = ∅, tenemos que clα(F) = ∩clα(An) = ∩An = ∅. Por la Proposicio´n 35
tenemos que R× R no es α-compacto.
Cap´ıtulo 3
ESPACIOS
SEMI-COMPACTOS
Este cap´ıtulo presenta algunos ejemplos y caracterizaciones de los espacios
semi-compactos. Estas caracterizaciones nos brindan herramientas que per-
miten asegurar que el producto de espacios semi-compatos no necesariamente
es semi-compacto.
Definicio´n 11. Un espacio topolo´gico es semi-compacto si satisface que todo
cubrimiento semi-abierto admite un subcubrimiento finito.
Observacio´n 3. Como todo conjunto α-abierto es semi-abierto, entonces
todo espacio semi-compacto es α-compacto. No´tese que si τ s es la topolog´ıa
sobre X generada por la coleccio´n SO(τ) de todos los conjuntos semi-abiertos
(cf[15]), Entonces (X, τ s) es compacto si y solo si (X, τ) es semi-compacto.
El siguiente ejemplo presenta un espacio topolo´gico que es α-compacto pero
no semi-compacto.
Ejemplo 10. Sea R con la topolog´ıa punto excluido p. Sea A ⊆ R. Si p /∈
A, entonces A es abierto, por tanto es α-abierto. Ahora si p ∈ A entonces
int(cl(int(A))) = int(cl(A − {p})) = int(A) = A − {p}, luego A no es
α-abierto. Tenemos entonces que los conjuntos abiertos coinciden con los α-
abiertos, as´ı que R es α-compacto ya que cualquier cubrimiento α-abierto
contiene entre sus elementos a R, que es el u´nico α-abierto que contiene
a p. Ahora consideremos el cubrimiento semi-abierto {{x, p} : x ∈ R}, ya
que cl(int{x, p}) = cl({x}) = {x, p}, entonces {x, p} es semi-abierto y este
cubrimiento no admite un subcubrimiento finito.
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A continuacio´n se presentan algunas caracterizaciones de los espacios semi-
compactos utilizando filtros.
Proposicio´n 37. Un espacio topolo´gico (X, τ) es semi-compacto si y solo si
cada coleccio´n C = {Ci}i∈I de semi-cerrados en X que posee la PIF satisface⋂
i∈I Ci 6= ∅.
Demostracio´n.
⇒) Es inmediato por la Observacio´n 3.
⇐) Supongamos que X no es semi-compacto. Existe un cubrimiento semi-
abierto {Ui}i∈I que no admite un subcubrimiento finito. Para cada
i ∈ I, sea Ci = U ci entonces C = {Ci}i∈I es una coleccio´n de conjuntos
semi-cerrados en X que satisface la PIF, pero
⋂
i∈I Ci = ∅, lo que
produce una contradiccio´n.
Definicio´n 12. Dado un filtro F en un espacio topolo´gico (X, τ) se define la
semi-adherencia cls(F) del filtro F como el conjunto de puntos que son semi-
adherentes a cada elemento del filtro, es decir: cls(F) =
⋂{cls(F )|F ∈ F}.
A continuacio´n se dan algunos ejemplos que muestran algunas diferencias
entre las nociones de adherencia y semi-adherencia de un filtro.
Ejemplo 11. Consideremos a R con la topolog´ıa usual y sea F el filtro de los
superconjuntos del intervalo [0, 1), F = {F ⊆ X : [0, 1) ⊆ F}. Tenemos que
cl(F) = [0, 1] y cls(F) = [0, 1) ya que cls[0, 1) = [0, 1) por ser semi-cerrado.
Ejemplo 12. Sea R con la topolog´ıa generada por la base {(−a, a) : a ∈ R+}.
Sea F el filtro de los superconjuntos de {1}. Tenemos que cl({1}) = (−∞,−1]⋃
[1,∞), entonces cl(F) = cl({1}) = (−∞,−1]⋃[1,∞) ya que para cualquier
superconjunto A de {1} se tiene que cl({1}) ⊆ cl(A). Para la semi-adherencia
del filtro, cls(F) = cls({1}) = {1} por que {1} es semi-cerrado. Aqu´ı se tiene
que {1}C = R r {1} es semi-abierto ya que existe el abierto (−1
2
, 1
2
) tal que
(−1
2
, 1
2
) ⊆ Rr {1} ⊆ cl(−1
2
, 1
2
) = R.
Proposicio´n 38. Un espacio topolo´gico X es semi-compacto si y solo si para
cada filtro F en X se tiene que cls(F) 6= ∅.
Demostracio´n.
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⇒) Supongamos que X es semi-compacto y sea F un filtro en X. Por la
Proposicio´n 37 es suficiente mostrar que la coleccio´n de semi-cerrados
C = {cls(F ) | F ∈ F} posee la PIF. Sea cls(F1), cls(F2), ..., cls(Fn) una
subfamilia finita de C, luego
n⋂
i=1
Fi ⊆ cls(
n⋂
i=1
Fi) ⊆
n⋂
i=1
cls(Fi)
Como F es un filtro entonces
⋂n
i=1 Fi 6= ∅, por lo tanto se tiene que⋂n
i=1 cls(Fi) 6= ∅, asi C posee la PIF.
⇐) Sea ζ una familia de semi-cerrados con la PIF. La coleccio´n B de todas
las intersecciones finitas de elementos de ζ es una base para un filtro F
sobre X.
Se tiene que F = {F ⊆ X : M ⊆ F, algu´n M ∈ B}. Sabemos que
cls(F) 6= ∅ y como ζ ⊆ F, entonces
⋂
ζ 6= ∅, luego por la Proposicio´n
37 se tiene que X es semi-compacto.
Ejemplo 13. Sea R con la topolog´ıa punto excluido p y sea F el filtro de
Fre´chet generado por la base B := {Sn|Sn = {n, n+ 1, ...}, para n ∈ N}. Se
tiene cl(F) = {p}. y cls(F) = ∅, ya que para todo n, cl(Sn) = Sn ∪ {p}. Por
otra parte, para cada Sn = {n, n+ 1, ...} se cumple que cls(Sn) = Sn, y como⋂
n∈N Sn = ∅ se tiene que cls(F) = ∅. Por la proposicio´n anterior se tiene
que R no es semi-compacto.
Definicio´n 13. Sea F un filtro en X. Decimos que F semi-converge al punto
x ∈ X si cada semi-vecindad de x pertenece a F. La semi-convergencia de F
a un punto x se denota F→s x.
El siguiente ejemplo muestra la diferencia entre la convergencia y la semi-
convergencia de un filtro sobre un espacio topolo´gico.
Ejemplo 14. Sea R con la topolog´ıa generada por la base {(−a, a) : a ∈ R+}.
El conjunto (−1
2
, 3
2
) es una semi-vecindad de 1 sin embargo no es una vecindad
de dicho punto. Adema´s para el filtro F de todos los superconjuntos de (−1, 1),
tenemos que F → 1, pero F 9s 1 ya que (−12 , 32) es una semi-vecindad de 1
que no esta´ en F.
Proposicio´n 39. Si F→s x, entonces x ∈ cls(F).
28 CAPI´TULO 3. ESPACIOS SEMI-COMPACTOS
Demostracio´n. Como F →s x, se tiene que la coleccio´n de todas las semi-
vecindades de x, V = {V | V es semi− vecindad de x} esta en F. Esto im-
plica que cada semi-vecindad de x intersecta a cada elemento de F, por tanto
x ∈ cls(F).
Proposicio´n 40. Si U es un ultrafiltro y x ∈ cls(U), entonces U →s x.
Demostracio´n. Sea U un ultrafiltro sobre X y x ∈ cls(U). Entonces x ∈
cls( U), para cada U ∈ U . Sea V cualquier semi-vecindad de x y supongamos
que V /∈ U . Como U es un ultrafiltro V C ∈ U , lo que implica que x ∈ cls(V C),
entonces V
⋂
V C 6= ∅, lo cual es una contradiccio´n. As´ı V ∈ U y U →s x.
A continuacio´n se presenta una caracterizacio´n de la semi-compacidad en
te´rminos de ultrafiltros.
Proposicio´n 41. Un espacio topolo´gico (X, τ) es semi-compacto si y solo si
cada ultrafiltro en X es semi-convergente.
Demostracio´n.
⇒) Sea X semi-compacto. Sea U un ultrafiltro en X. Por las Proposiciones
38 y 40 tenemos que U semi-converge.
⇐) Sea U cualquier ultrafiltro en X y U →s x. Por las Proposicio´n 39
x ∈ cls(U), entonces cls(U) 6= ∅, por la Proposicio´n 38 X es semi-
compacto.
Proposicio´n 42. Si X es semi-compacto y f : X → Y continua, abierta y
sobreyectiva entonces Y es semi-compacto.
Demostracio´n. Sea U = {Ui}i∈I , un cubrimiento semi-abierto de Y . Entonces
{f−1(Ui)}i∈I es un cubrimiento semi-abierto de X, que es semi-compacto,
por tanto admite un subcubrimiento finito {f−1(Ui1), f−1(Ui2), ..., f−1(Uin)},
as´ı Ui1 , Ui2 , ..., Uin es un subcubrimiento semi-abierto finito de Y .
Corolario 5. Sea X =
∏
i∈I Xi y x = (xi) ∈ X. Un filtro F semi-converge a
x entonces cada filtro pii(F) dado por la proyeccio´n pii semi-converge a xi.
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Demostracio´n. Sea F un filtro sobre X y F→s x. SeaVi la coleccio´n de semi-
vecindades de xi y V ∈ Vi. pi−1i (V ) es una semi-vecindad de x luego pi−1i (V ) ∈
F, pii(pi
−1
i (V )) ∈ pii(F), como pii es sobreyectiva V ∈ pii(F). pii(F)→s xi.
Proposicio´n 43. Sea X =
∏
i∈I Xi. Si X es semi-compacto entonces cada
espacio coordenado Xi es semi-compacto.
Demostracio´n. Se tiene que pii(
∏
i∈I Xi) = Xi es semi-compacto por la Proposi-
cio´n 42, ya que la proyeccio´n pii es continua y abierta.
El siguiente ejemplo muestra que el producto de espacios semi-compactos no
necesariamente es semi-compacto.
Ejemplo 15. Sea R con la topolog´ıa de los complementarios finitos. Si Ac
es finito entonces A es abierto y por tanto semi-abierto. Si Ac no es finito,
entonces cl(int(A)) = ∅, luego A no es semi-abierto. Por tanto los abiertos
son los mismos semi-abiertos, asi que R es semi-compacto. Por el Ejemplo 9
en el Cap´ıtulo 2 tenemos que R × R no es α-compacto y por la observacio´n
2, Cap´ıtulo 3, se tiene que R× R no es semi-compacto.
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Cap´ıtulo 4
ESPACIOS SG-COMPACTOS
Los conjuntos sg-abiertos aparecen como una generalizacio´n de los conjun-
tos semi-abiertos. Decimos que un subconjunto A de un espacio topolo´gi-
co X es sg-abierto si para todo semi-cerrado C ⊆ A se cumple que C ⊆
ints(A), donde ints(·) denota el semi-interior. Todo conjunto semi-abierto es
sg-abierto.
Definicio´n 14. Un espacio topolo´gico es sg-compacto si satisface que todo
cubrimiento sg-abierto admite un subcubrimiento finito.
Observacio´n 4. Todo espacio sg-compacto es semi-compacto. La coleccio´n
SG(τ) de todos los conjuntos sg-abiertos genera una topolog´ıa τ sg sobre X.
Obse´rvese que (X, τ sg) es compacto si y solo si (X, τ) es sg-compacto.
El siguiente ejemplo presenta un espacio topolo´gico que es semi-compacto
pero no sg-compacto.
Ejemplo 16. Sea R con la topolog´ıa grosera. Los u´nicos semi-abiertos son
∅ y R. Entonces R es semi-compacto. Como los u´nicos semi-cerrados son
∅ y R, se tiene que la coleccio´n de conjuntos sg-abiertos sobre R coincide con
las partes de R, es decir SG(τ) = P(R) ya que si un subconjunto A de R
contiene un semi-cerrado, e´ste debe ser ∅ o R. En el primer caso ∅ ⊆ ints(A).
En el segundo caso, A = R, luego R ⊆ ints(A) = R.
Las siguientes propiedades caracterizan a los espacios sg-compactos en te´rmi-
nos de la sg-adherencia y la sg-convergencia de un filtro.
31
32 CAPI´TULO 4. ESPACIOS SG-COMPACTOS
Definicio´n 15. Definimos la sg-adherencia de un filtro F sobre un espacio
topolo´gico (X, τ) como el conjunto: clsg(F) =
⋂{clsg(F )|F ∈ F}.
Definicio´n 16. Sea F un filtro en X. Decimos que F sg-converge al punto
x ∈ X, F→sg x, si toda sg-vecindad de x esta en F.
Proposicio´n 44. En un espacio topolo´gico (X, τ) las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:
1. X es sg-compacto.
2. Cada coleccio´n C = {Ci}i∈I de sg-cerrados en X que posee la PIF cumple⋂
i∈I Ci 6= ∅.
3. Para cada filtro F en X se tiene que clsg(F) 6= ∅.
4. Cada ultrafiltro en X es sg-convergente.
Demostracio´n.
1)⇒ 2) Es inmediato debido a la Observacio´n 4.
2)⇒ 3) Sea F un filtro en X. Mostraremos que C = {clsg(F ) | F ∈ F} posee
la PIF. Sea
{
clsg(F1), clsg(F2), ..., clsg(Fn)
}
una subfamilia finita de C. Se
tiene que
n⋂
i=1
Fi ⊆ clsg(
n⋂
i=1
Fi) ⊆
n⋂
i=1
clsg(Fi)
Como F es un filtro, entonces
⋂n
i=1 Fi 6= ∅, luego se tiene que
⋂n
i=1 clsg(Fi) 6=
∅, asi C posee la PIF. Por nuestra hipo´tesis tenemos que clsg(F) 6= ∅.
3)⇒ 4) Sea U un ultrafiltro sobre X y x ∈ clsg(U), entonces x ∈ clsg(U), para
cada U ∈ U . Sea V cualquier sg-vecindad de x. Supongamos que V /∈ U . Co-
mo U es un ultrafiltro V C ∈ U , lo que implica que x ∈ clsg(V C), entonces
V
⋂
V C 6= ∅, lo cual es una contradiccio´n. As´ı V ∈ U y U →sg x.
4)⇒ 1) Sea A = {Ai}i∈I un cubrimiento sg-abierto de X. Si A no posee
subcubrimientos finitos, para cada i1, i2, ..., in ∈ I se tiene que X\
⋃n
i=1Ai 6=
∅. La coleccio´n {X\⋃ C | C es una subfamilia finita de A} es una base para
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un filtro sobre X contenido en un ultrafiltro U . Sea x ∈ X tal que U →sg x.
Se tiene que x ∈ Ai para algu´n i ∈ I, luego Ai ∈ U , pero X\Ai ∈ U porque
{Ai} es una subfamilia finita de A, lo cual es una contradiccio´n, luego A
posee al menos un subcubrimiento finito, de donde X es sg-compacto.
Veamos un espacio que es sg-compacto via los filtros.
Ejemplo 17. Consideremos a R con la topolog´ıa de los complementarios
finitos. Los sg-abiertos coinciden con los abiertos ya que ints(A) = A ∩
cl(int(A)) es vacio si A no es un abierto. Sea U un ultrafiltro sobre R. Si U es
principal, es decir es generado por un elemento x, entonces toda sg-vecindad
de x esta´ en U . Si U no es principal, todos sus elementos son infinitos,
entonces si V es una sg-vecindad de x, V ∈ U ya que V C es finita. Se tiene
que U es sg-convergente.
Proposicio´n 45. Si X es sg-compacto y f : X → Y es continua, abierta y
sobreyectiva entonces Y es sg-compacto.
Demostracio´n. Sea U = {Ui}i∈I , un cubrimiento sg-abierto de Y . Entonces
{f−1(Ui)}i∈I es un cubrimiento sg-abierto de X, por la Proposicio´n 20 en
el capitulo 1. Como X es sg-compacto admite un subcubrimiento finito
{f−1(Ui1), f−1(Ui2) ,..., f−1(Uin)}. Como f es sobreyectiva Ui1 , Ui2 , ..., Uin
es un subcubrimiento sg-abierto finito de Y , luego Y es sg-compacto.
Proposicio´n 46. Sea {Xi} una familia de espacios topolo´gicos y X =
∏
i∈I Xi.
Consideremos a x = (xi) ∈ X. Si un filtro F sobre X sg-converge a x, en-
tonces cada filtro pii(F) inducido por la proyeccio´n pii sg-converge a xi.
Demostracio´n. Sea F un filtro sobre X tal que F→sg x. Sea Vi la coleccio´n de
sg-vecindades de xi y V ∈ Vi. Se tiene que pi−1i (V ) es una sg-vecindad de x (cf,
Proposicio´n 21, Cap´ıtulo 1), luego pi−1i (V ) ∈ F, entonces pii(pi−1i (V )) ∈ pii(F),
V ∈ pii(F), entonces pii(F)→sg xi.
Proposicio´n 47. Sea X =
∏
i∈I Xi. Si X es sg-compacto entonces cada
espacio coordenado Xi es sg-compacto.
Demostracio´n. pii(
∏
i∈I Xi) = Xi es sg-compacto por la Proposicio´n 45 en el
Capitulo 3, ya que la proyeccio´n pii es continua, abierta y sobreyectiva.
El siguiente ejemplo muestra que el producto de espacios sg-compactos no
necesariamente es sg-compacto.
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Ejemplo 18. Sea R con la topolog´ıa de los complementarios finitos. En el
Ejemplo 17, vemos que los sg-abiertos son los mismos abiertos por tanto R
es sg-compacto. Por el Ejemplo 15, Cap´ıtulo 3, se tiene que R × R no es
semi-compacto y por la Observacio´n 3 R× R no es sg-compacto.
Cap´ıtulo 5
ESPACIOS
PRE-COMPACTOS
En este cap´ıtulo se presentan algunos ejemplos y caracterizaciones de la pre-
compacidad en te´rminos de la pre-adherencia y la pre-convergencia de un
filtro. Adema´s se muestra que el producto de espacios pre-compacto no nece-
sariamete es pre-compacto.
Definicio´n 17. Un espacio topolo´gico (X, τ) es pre-compacto si se tiene que
todo cubrimiento pre-abierto de X admite un subcubrimiento finito.
Observacio´n 5. Por la Proposicio´n 23, como todo α-abierto es pre-abierto
se tiene que todo espacio pre-compacto es α-compacto. No´tese que si τ p es
la topolog´ıa sobre X generada por la coleccio´n PO(τ) de todos los conjuntos
pre-abiertos(cf[6]), Entonces (X, τ p) es compacto si y solo si (X, τ) es pre-
compacto.
El siguiente ejemplo muestra un espacio que es α-compacto pero no pre-
compacto.
Ejemplo 19. Consideremos a R con la topolog´ıa de los complementarios
finitos. R es α-compacto ya que los abiertos coinciden con los α-abiertos
(cf, Ejemplo 9, Cap´ıtulo 2). Para cada a ∈ N, (−a, a) es pre-abierto porque
int(cl((−a, a))) = int(R) = R, Entonces {(−a, a) | a ∈ N} de R es un
cubrimiento pre-abierto que no admite un subcubrimiento finito. Luego R no
es pre-compacto.
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A continuacio´n se presentan algunas caracterizaciones de los espacios pre-
compactos por medio de la pre-adherencia de filtros y la pre-convergencia de
ultrafiltros.
Proposicio´n 48. Un espacio topolo´gico (X, τ) es pre-compacto si y solo si
cada coleccio´n C = {Ci}i∈I de conjuntos pre-cerrados en X que posee la PIF
satisface
⋂
i∈I Ci 6= ∅.
Demostracio´n.
⇒) Es inmediato por la Observacio´n 5.
⇐) Supongamos queX no es pre-compacto. Existe un cubrimiento pre-abierto
{Ui}i∈I que no admite un subcubrimiento finito. Para cada i ∈ I sea Ci = UCi
entonces C = {Ci}i∈I es una coleccio´n de conjuntos pre-cerrados en X que
satisface la PIF, pero
⋂
i∈I Ci = ∅, lo que produce una contradiccio´n.
Definicio´n 18. Dado un filtro F en un espacio topolo´gico (X, τ) se define
la pre-adherencia clp(F) del filtro F como el conjunto de puntos que son pre-
adherentes a cada elemento del filtro, es decir, clp(F) =
⋂{clp(F )|F ∈ F}.
A continuacio´n se dan algunos ejemplos que muestran algunas diferencias
entre las nociones de adherencia y pre-adherencia de un filtro.
Ejemplo 20. Consideremos a R con la topolog´ıa de los complementarios
finitos y sea F el filtro de Fre´chet generado por la base B := {Sn|Sn = {n, n+
1, ...}, para n ∈ N}. Se tiene cl(F) = R, ya que para cualquier elemento del
filtro F, por ser un conjunto infinito, tiene como clausura a R. Por otro lado,
clp(F) = ∅, puesto que cada elemento de la base del filtro es pre-cerrado, ya
que para Sn = {n, n+1, ...}, SCn es un conjunto infinito, por tanto pre-abierto.
Entonces clp(Sn) = Sn, y como
⋂
n∈N Sn = ∅ se tiene que clp(F) = ∅.
Proposicio´n 49. Un espacio topolo´gico X es pre-compacto si y solo si para
cada filtro F en X se tiene que clp(F) 6= ∅.
Demostracio´n.
⇒) Supongamos que X es pre-compacto y sea F un filtro en X. Por la Proposi-
cio´n 48, mostraremos que la coleccio´n de conjuntos pre-abiertos C = {clp(F ) |
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F ∈ F} posee la PIF. Sea clp(F1), clp(F2), ..., clp(Fn) una subfamilia finita de
C. Entonces por la Proposicio´n 23, Cap´ıtulo 1, se tiene que,
n⋂
i=1
Fi ⊆ clp(
n⋂
i=1
Fi) ⊆
n⋂
i=1
clp(Fi)
Como F es un filtro entonces
⋂n
i=1 Fi 6= ∅, por lo tanto
⋂n
i=1 clp(Fi) 6= ∅, asi
C posee la PIF.
⇐) Sea ζ una familia de pre-cerrados con la PIF. La coleccio´n B de todas las
intersecciones finitas de elementos de ζ es una base para un filtro F sobre X.
Sea F = 〈B〉 = {F ⊆ X : M ⊆ F ; algu´n M ∈ B}. Sabemos que clp(F) 6= ∅,
por tanto existe x ∈ ⋂{clp(F )|F ∈ F} y como clp(M) = M para todo M ∈ ζ,
ζ ⊆ F, entonces por la Proposicio´n 48, se tiene que X es pre-compacto.
A continuacio´n se presenta una caracterizacio´n de la pre-compacidad en
te´rminos de ultrafiltros.
Definicio´n 19. Sea F un filtro en X. Decimos que F pre-converge al punto
x ∈ X si toda pre-vecindad de x esta´ en F. La pre-convergencia de F a un
punto x se denota F→p x.
El siguiente ejemplo muestra la diferencia entre la convergencia y la pre-
convergencia de un filtro sobre un espacio topolo´gico.
Ejemplo 21. Sea R con la topolog´ıa de los complementarios finitos. El con-
junto (a, b) es una pre-vecindad de cualquier punto x en ese intervalo, Por
otra parte (a, b) no es una vecindad de dicho punto, ya que no existe un
complementario finito que este´ contenido en (a, b). Sea F el filtro sobre R
generado por los complementarios finitos que generaliza el filtro de Fre´chet.
Sea x ∈ R, F → x, ya que el filtro de las vecindades de x es la coleccio´n de
complementarios finitos que tienen a x, pero F 9p x ya que si x ∈ (a, b),
(a, b) es una pre-vecindad de x que no esta´ en F.
Proposicio´n 50. Sea F un filtro sobre X. Si F→p x entonces x ∈ clp(F).
Demostracio´n. Como F→p x, tenemos que F contiene todas las pre-vecindades
de x, esto es, si V = {V : V es pre-vecindad de x}, entonces V ⊆ F. Como
para todo pre-abierto P con x ∈ P se tiene que P ⋂Fi 6= ∅, para cada Fi ∈ F,
ya que P ∈ F, se tiene que x ∈ clp(F).
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Proposicio´n 51. Si U es un ultrafiltro y x ∈ clp(U), entonces U →p x.
Demostracio´n. Sea U un ultrafiltro sobre X y x ∈ clp(U), entonces x ∈
clp(Ui) para cada Ui ∈ U . Sea V cualquier pre-vecindad de x. Supongamos
que V /∈ U , como U es un ultrafiltro V C ∈ U lo cual implica que x ∈ clp(V C),
entonces P
⋂
V C 6= ∅ para todo pre-abierto P con x ∈ P , lo cual es una
contradiccio´n ya que existe un pre-abierto P tal que x ∈ P ⊆ V , porque V
es una pre-vecindad de x. As´ı V ∈ U y U →p x.
Proposicio´n 52. Un espacio topolo´gico (X, τ) es pre-compacto si y solo si
cada ultrafiltro en X es pre-convergente.
Demostracio´n.
⇒) Sea X pre-compacto y U un ultrafiltro sobre X. Por la Proposicio´n 49, se
tiene que clp(U) 6= ∅, luego existe x ∈ clp(U) y por la Proposicio´n 51, U →p x.
⇐) Sea F cualquier filtro sobre X y U un ultrafiltro que contiene a F . Como
cada ultrafiltro es pre-convergente existe x ∈ X tal que U →p x entonces,
por la Proposicio´n 50, x ∈ clp(U), por tanto clp(U) 6= ∅ y por la Proposicio´n
49, tenemos que X es pre-compacto.
Proposicio´n 53. Si X es pre-compacto y f : X → Y continua, abierta y
sobreyectiva entonces Y es pre-compacto.
Demostracio´n. Sea U = {Ui}i∈I , un cubrimiento pre-abierto de Y . Entonces
por la Proposicio´n 24, Cap´ıtulo 1, {f−1(Ui)}i∈I es un cubrimiento pre-abierto
de X. Como X es pre-compacto este cubrimiento admite un subcubrimiento
finito f−1(Ui1), f
−1(Ui2) ,..., f
−1(Uin) y como f es sobreyectiva, Ui1 , Ui2 , ..., Uin
es un subcubrimiento pre-abierto finito de Y .
Proposicio´n 54. Sea (Xi)i∈I una familia de espacios topolo´gicos, X =∏
i∈I Xi y x = (xi) ∈ X. Si un filtro F sobre X pre-converge a x entonces
cada filtro pii(F) dado por la proyeccio´n pii pre-converge a xi.
Demostracio´n. Sea F un filtro sobre X y F →p x. Sean i ∈ I y V una pre-
vecindad de xi. Por la Proposicio´n 24, Cap´ıtulo 1, pi
−1
i (V ) es una pre-vecindad
de x luego pi−1i (V ) ∈ F, pi(pi−1i (V )) ∈ pii(F) y como pii es sobreyectiva, V ∈
pii(F). Entonces pii(F)→p xi.
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Proposicio´n 55. Sea (Xi)i∈I una familia de espacios topolo´gicos y sea X =∏
i∈I Xi. Si X es pre-compacto entonces cada espacio coordenado Xi es pre-
compacto.
Demostracio´n. Para cada i ∈ I pii(
∏
i∈I Xi) = Xi es pre-compacto por la
Proposicio´n 53, ya que la proyeccio´n pii es continua, abierta y sobreyectiva.
El siguiente ejemplo muestra que el producto arbitrario de espacios topolo´gi-
cos pre-compactos no necesariamente es pre-compacto.
Ejemplo 22. Sea X = {a, b, c} dotado de la topolog´ıa grosera. Tenemos
que X es pre-compacto ya que es finito. Consideremos a XN con la topolog´ıa
producto. Cada conjunto unitario {(xi)i∈N} es pre-abierto porque se tiene
que int(cl({(xi)i∈N})) = int(XN)) = XN que contiene a {(xi)i∈N}, entonces
el cubri-miento {(xi)i∈N} no admite un subcubrimiento finito. Luego XN no
es pre-compacto.
40 CAPI´TULO 5. ESPACIOS PRE-COMPACTOS
Referencias
[1] A´vila J., Rodr´ıguez R.G. Bolet´ın de Matema´ticas, Nueva serie, Volumen
XV No. 1 (2008), 42-55.
[2] Battacharyya P. and Lahiri, B. K. Semi-generalized closed sets in topol-
ogy, Indian J. Math. 29(3) (1987), 375-382.
[3] Caldas, M. C. Semi-generalized continuous maps in topological spaces,
portg. Math. 52(4) (1995), 399-407.
[4] Csaszar A., Generalized open sets, Acta Math. Hungar. 75 (1997), no
1-2, 65-87. MR. 98e: 54001. zb1 924.54003.
[5] Devi R., Balachandran, K. and Maki, H. Semi-generalized homeomor-
phisms and generalized semi-homeomorphisms in topological spaces, In-
dian J. Pure Appl. Math., 26(3) (1995), 271-284.
[6] Dontchev J., Survey on preopen sets, Departament of Mathematics, Uni-
versity of Heisinki, Finland. arXiv:math. GN/9810177 v1 30 Oct 1998.
[7] Dontchev J. and Ganster M., More on sg-compact spaces, Portugaliae
Mathematica, Vol. 55 Fasc. 4. 1998.
[8] Dorsett CH. Semicompact R1 and product spaces, Bull. Malaysian Math.
Soc. 3 (2)(1980), 15-19.
[9] Dorsett CH. Semicompactness, axioms, and product spaces, Bull.
Malaysian Math. Soc. 4 (1)(1981), 21-28.
[10] El-Aziz A. and Abo-Khadra A. On generalized forms of compactness,
Masters Thesis, Faculty of science, Tanta University, Egypt, 1989.
41
42 REFERENCIAS
[11] El-Monsef A. and El-Deeb S. and Mahmoud R. β-open sets and β-
continous mapping, Bull. Fac. Sci. Assiur Univ. A 12 (1983), no. 1, 77-90.
[12] Ganster M. Every β-compact space is finite, Bull Calcutta Math Soc.
84(1992),287-288.
[13] Hanna F. and Dorsett CH. Semicompactness, Questions Answers Gen.
Topology, 2(1) (1984), 38-47.
[14] Jancovik D. S. and Relly I. L. On semi-separation properties, Indian J.
Pure Appl. Math 16(1985), 957-964.
[15] Levine N., semi-open sets and semi-continuity in topological spaces.
Amer. Math. Monthly 70(1963), 36-41.
[16] Mashhour A., El-Monsef A. and El-Deeb S. On pre-continuous and weak
pre-continuous mappings, Proc. Math. Phys. soc. Egypt, 53(1982), 47-
53.
[17] Munkres J. Topolog´ıa, Massachusetts institute of Technology, New jer-
sey, segunda edicio´n, Prentice-Hall (2002).
[18] Njastad O., On some classes of nearly open sets, Pacific J. Math. 15
(1965) 961-970.
[19] Rubiano G., Topolog´ıa general, Universidad Nacional de Colombia, Bo-
gota´, segunda edicio´n, 2002.
[20] Willard S., General topology, Addison-Wesley Publishing Co. Reading,
Mass, London, Don mills, Ont, 1976.
